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　　摘　要：　为了从含噪声的测量矢量中重构原始信号，研究了稀疏补分析模型下近似最优子空间追踪信号重构算
法．针对直接采用稀疏综合模型下子空间追踪过程非最速梯度下降和信号重构概率不高的缺点，根据稀疏补分析模型
下不同类型分析字典的结构特点来设计近似目标优化函数；改进了迭代追踪过程；优化了稀疏补取值方法；提出并实

现了基于稀疏补分析模型的近似最优分析子空间追踪算法．仿真实验证明，当稀疏补运算符分别采用随机紧支框架和
二维全变分矩阵时，算法的完全重构信号概率均明显高于 ＡＳＰ、ＡＨＴＰ、ＡＩＨＴ、ＡＬ１、ＧＡＰ算法的完全重构信号概率；对
于含高斯噪声的输入信号，算法的重构信号综合平均 ＰＳＮＲ比相应的 ＡＳＰ、ＡＨＴＰ、ＡＩＨＴ算法分别提高了 ０８ｄＢ、
１３８ｄＢ、３１３ｄＢ，但比ＧＡＰ和ＡＬ１算法降低了０３２ｄＢ和０６ｄＢ．算法的完全重构概率与综合重构性能有了明显提
高，收敛充分条件得到进一步简化．
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１　引言
　　近年来，对压缩感知信号处理的研究一直十分活
跃，其中一类约束优化问题是：从一组含有噪声的测量

矢量ｙ＝Ｍｘ＋ｅ中重构原始信号矢量 ｘ∈Ｒｄ，其中测量
矩阵Ｍ∈Ｒｍ×ｄ（通常ｍ＜ｄ）已知，ｅ为加性有界噪声．此
方程有无穷个解，要找到唯一解，需要知道 ｘ的部分先
验知识，如假设它是稀疏的．该假设将导致两种信号表
示模型，即稀疏综合模型与稀疏补分析模型［１］，两种模

型下的信号重构方法是不同的．在稀疏综合模型下，通
常假定ｘ在给定字典 Ｄ∈Ｒｄ×ｎ（ｄ≤ｎ）下的表示系数 α
∈Ｒｎ是ｋ稀疏的，即ｘ＝Ｄα，且 α０＝ｋ，则重构 ｘ可通
过求解ａｒｇｍｉｎα０，约束条件 ｙ－ＭＤα２≤ε，即先求α
再重构出ｘ＝Ｄα．此模型一般要求字典Ｄ的列向量之间
不允许有相关性．

稀疏补分析模型基本内容：如果ｘ在已知分析字典
Ω∈Ｒｐ×ｄ下的分析表示矢量为 Ωｘ且其中有 ｌ＝ｐ－
Ωｘ０个零元素，则称ｘ是 ｌ稀疏补的（Ω与 Ｍ结构不
同，通常ｐ＞ｄ）．该模型把焦点集中到分析表示矢量 Ωｘ
的零元素而不是非零元素上．重构ｘ变成可通过求解优
化方程 ｘ^ｌ０ ＝ａｒｇｍｉｎΩｘ０并满足约束条件 ｙ－Ｍｘ２≤
ε．求解此方程，同样要用近似法．两种模型下信号重构
的主要区别是：在稀疏综合模型下寻找最接近的ｋ个稀
疏矢量的支撑集可以通过简单地选取 α中 ｋ个最大元
素的支撑集来实现；而在稀疏补分析模型下寻找与原

始信号最接近的ｌ个稀疏矢量是一个复合问题，不能直
接选取Ωｘ中ｌ个最小元素的支撑集作为最终解，因为
此解不一定是最优解．

近十年来，国内外学者对稀疏综合模型下信号重

构及其应用进行了深入研究，也取得了一系列成

果［２－７］，但是对稀疏补分析模型下信号优化研究还是近

几年的事情，目前国内还没有这方面的文献报道．稀疏
补分析模型下直接求解优化方程是一个 ＮＰｈａｒｄ问题，
故只能求近似最优解，方法有两类：一是采用分析 ｌ１范
数法［９－１０］（Ａｎａｌｙｓｉｓｌ１Ｎｏｒｍ，ＡＬ１），该算法的完全重构概
率很高、重构性能很好，但是算法计算量巨大、收敛速度

慢．二是采用各种贪婪追踪策略，如：Ｓ．Ｎａｍ在２０１３年
提出贪婪分析追踪算法 （Ｇｒｅｅｄｙａｎａｌｙｓｉｓｐｕｒｓｕｉｔ，
ＧＡＰ）［１１］，从一个满支撑集补开始追踪，每一次迭代去
掉其中的一个元素，直到迭代满足终止条件为止，最后

一次迭代的支撑集补就是最终解．此算法可以获得与
ＡＬ１相当的重构性能，其不足之处是迭代需要遍历整个
支撑集、计算量大、收敛速度也慢．２０１１年 Ｒ．Ｇｉｒｙｅｓ提
出分析迭代硬阈值算法（ＡｎａｌｙｓｉｓＩｔｅｒａｔｉｖｅＨａｒｄＴｈｒｅｓｈ
ｏｌｄｉｎｇ，ＡＩＨＴ）［１２］把稀疏综合模型下的硬阈值跟踪［１３］直

接搬到稀疏补分析模型中来，也取得了不错的信号重

构效果，但是没有考虑稀疏补分析模型下分析字典 Ω
和分析表示矢量Ωｘ的结构特点等问题，虽然收敛速度
大大加快，但重构概率和重构性能较差．２０１２年 Ｒ．
Ｇｉｒｙｅｓ把稀疏综合模型下硬阈值追踪［１４］思想与 ＡＩＨＴ
算法相结合提出了稀疏补分析模型下的分析硬阈值追

踪重构算法（ＡＨＴＰ）［１５］，与前几种算法相比，信号重构
性能和收敛速度都有一定提升，但是并没有分析 Ω的
结构特点对算法性能的影响及算法收敛的保证条件

等．２０１２年 Ｒ．Ｇｉｒｙｅｓ把稀疏综合模型下子空间追
踪［１６－１７］类推到稀疏补分析模型中，提出分析子空间追

踪（ＡｎａｌｙｓｉｓＳｕｂｓｐａｃｅＰｕｒｓｕｉｔ，ＡＳＰ）［１８］，与 ＡＩＨＴ、ＡＨＴＰ
做了对比，重构性能有一定提高，并给出了保证算法收

敛的充分条件、重构误差上界．本文在 ＡＳＰ的基础上，
根据不同分析字典的结构特点用近似目标优化函数取

代原目标优化函数，改进了算法的迭代追踪步骤，对稀

疏补的取值方法进行优化，提出了基于稀疏补分析模

型的近似最优分析子空间追踪（ＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｅＯｐｔｉｍａｌＡ
ｎａｌｙｓｉｓＳｕｂｓｐａｃｅＰｕｒｓｕｉｔｂａｓｅｄｏｎＣｏｓｐａｒｓｅＡｎａｌｙｓｉｓＭｏｄ
ｅｌ，ＡＯＡＳＰ），进一步提高了算法的完全重构概率和重构
性能，并通过仿真实验证实了算法可行性．

２　稀疏补分析模型

　　对于给定矢量ｘ∈Ｒｄ和分析字典 Ω∈Ｒｐ×ｄ，用Λ＝
ｃｏｓｕｐｐ（Ωｘ）表示Ωｘ中ｌ个零元素构成的支撑集补；ｒ＝
ｒａｎｋ（ΩΛ）称为ｘ的秩补．因 Ωｘ中每个零元素对应正交
ｘ的一个子空间，故所有与行向量 ｗｊ∈Ω

Ｔ正交的零空

间表示为，或 Ｗ Λ＝ｓｐａｎ（ｗｊ，ｊ∈Λ）
⊥，即 Λ上的行向量

张成的子空间的正交补空间．故信号 ｘ属于 ｄｌ维的所
有Ｃｌｐ个可能子空间的并，即ｘ∈∪Λ：｜Λ｜＝ｌＷ

［１９］
Λ ．

相关符号定义如下：ｃｏｓｕｐｐ（Ωｘ，ｌ）表示取 Ωｘ中 ｌ
个最小元素构成的索引集；ｒａｎｇｅ（ΩＴΛ）表示矩阵 Ω

Ｔ
Λ的

列空间；ΩΛ是 ΩΛ的伪逆矩阵．ＱΛ＝Ｉ－Ω

ΛΩΛ表示在矩

阵值域ｒａｎｇｅ（ΩＴΛ）的正交补上的正交投影．整数集［ｐ］
＝｛１，２，……ｐ｝；Ｌｌ＝｛Λ：｜Λ｜≥ｌ，Λ［ｐ］｝是稀疏补大
于或等于ｌ的所有支撑集补的集合；ＬＣＯＲＡＮＫｒ ＝｛Λ：ｒａｎｋ｝
ΩΛ）≥ｒ，Λ［ｐ］｝是秩补大于等于ｒ的所有支撑集补的
集合．Ａｌ＝∪Λ∈ＬｌＷ Λ是在 Λ上的稀疏补矢量张成子空
间的并．矩阵Ｍ的最大奇异值为 σＭ．下文中“Ω处于通
常位置”是指Ω∈Ｒｐ×ｄ中任意ｄ个行向量之间都是线性
独立的．“完全重构信号ｘ”是指完全重构ｘ的真实支撑
集补Λ．

对于任意矢量 ｘ∈Ｒｄ，若下式成立，则称 ＰΩ，ｌ为到 ｌ
稀疏补子空间的近似最优投影．ｘ－ＰΩ，ｌｘ

２
２≤Ｃｌ ｍｉｎ珓ｘｌ－ｃｏｓｐａｒｓｅ

珓ｘ－ｘ２
２，常数Ｃｌ≥１以下算法取ＰΩ，ｌｘ＝ＱΛｘ和Λ＝ｃｏ

ｓｕｐｐ（Ωｘ，ｌ）．

０９２２
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定理１　对于任意 ｘ∈Ａｌ，δｌ如果满足下式（１－δｌ）
ｘ２
２≤ Ｍｘ２

２≤（１＋δｌ）ｘ
２
２，则矩阵 Ｍ具有常数 δｌ的

ΩＲＩＰ特性［１５］．
定理２　如果矩阵 Ｍ满足 δｌ的 ΩＲＩＰ特性，则有

ＭＱΛ
２
２≤（１＋δｌ）

［１５］．
定理 ３　 对 于 任 意 Λ∈ Ｌ ｌ，当 且 仅 当

ＱΛ（（Ｉ－Ｍ
Ｍ）ＱΛ）２≤ δｌ时，矩阵 Ｍ 满足 ΩＲＩＰ

特性［１５］．

３　近似最优分析子空间追踪算法

３１　ＡＯＡＳＰ算法介绍
信号ｘ在分析字典 Ω下的稀疏补为 ｌ，测量矢量 ｙ

＝Ｍｘ＋ｅ，ｅ为加性噪声，求稀疏度补为 ｌ的信号估计值
ｘ^ＡＯＡＳＰ，算法实现步骤如下：

步骤１，初始化信号估计值 ｘ^０＝０和迭代次数ｉ＝０；
并输入Ｍ，Ω，ｌ；Λ０＝｛ｉ，１≤ｉ≤ｐ｝，余差ｙ０ｒｅｓｉ＝ｙ；

步骤２，开始循环迭代ｉ＝ｉ＋１；
步骤３：计算新的支撑集补元素Λｎｅｗ＝ｃｏｓｕｐｐ（ΩＭ



ｙｉ－１ｒｅｓｉ，ｌ）；
步骤４，更新支撑集补珟Λｉ＝Λｉ－１∩Λｎｅｗ；
步骤 ５，计算信号的暂时估计值 ｘｔｅｍｐ＝ａｒｇｍｉｎ珓ｘ

ｙ－Ｍ珓ｘ２
２，约束Ω珟Λｉ珓ｘ＝０；可用求下式的解来近似ｘｔｅｍｐ＝

ａｒｇｍｉｎ
珓ｘ
（ｙ－Ｍ珓ｘ２

２＋λ１ Ω珟Λｉ珓ｘ
２
２）．

步骤６，扩充支撑集补Λｉ＝ｃｏｓｕｐｐ（Ω珟Λｔｒｍｐ，ｌ）；
步骤７，重新计算信号的估计值ａｒｇｍｉｎ

珓ｘ
ｙ－Ｍ珓ｘ２

２，

约束ΩΛｉ珓ｘ＝０；可用求ｘ
ｉ
ＡＯＡＳＰ＝ＰΩ，ｌｘ＝ＱΛｉｘ２的解来代替，

即求近似最优投影．
步骤８，更新余差ｙｉｒｅｓｉ＝ｙ－Ｍ^ｘ

ｉ
ＡＯＡＳＰ；

步骤９，判断中止条件是否满足？不满足，转到循
环开始处；终止条件为 ｘ^ｉＡＯＡＳＰ－^ｘ

ｉ－１
ＡＯＡＳＰ２≤ＣＴｅｒｍ ｅ２；若满

足中止条件，则循环迭代结束，并给出最终估计解 ｘ^ＡＳＰ
＝^ｘｔＡＳＰ．
３２　ＡＯＡＳＰ算法性能分析
３２１　算法稳定重构条件

定理４　ＡＯＡＳＰ算法稳定重构条件．如果存在常数
γ＞０，使得如下两公式成立（１＋Ｃ^Ｓ）（１－（Ｃ^Ｓ／（１＋γ）

２

－（Ｃ^Ｓ－１）σ
２
Ｍ））＜１，δ４ｌ－３ｐ≤δ２（Ｃ^Ｓ，σ

２
Ｍ，γ），则原始信号

与经过 ｉ次迭代后的重构信号 ｘ^ｉ之间的误差满足
ｘ－^ｘｉ ２≤Ｃｅ２其中 Ｃ^Ｓ＝ｍａｘ（Ｃｌ，Ｃ２ｌ－ｐ），δ２（Ｃ^Ｓ，σ

２
Ｍ，

γ）是大于零的常数［１５］；迭代次数

ｉ＝ ｌｏｇ（ｘ２／ｅ２）／ｌｏｇ（１／τρ１ρ２），
Ｃ＝１＋（（１－τρ１ρ２）

ｉ／（１－τρ１ρ２））（τ（η１＋ρ１η２）
　＋２（１－δ２ｌ－ｐ）），

τ＝（１＋δ２ｌ－ｐ）／（１－δ２ｌ－ｐ），η１ １＋δ３ｌ－２槡 ｐ（１＋ Ｃ槡 ｌ）

（１－δ４ｌ－３ｐ），η
２
２（ｉ１＋ｉ２＋ｉ３），ｉ１＝（１＋δ３ｌ－２ｐ）（γ（１＋α）），

ｉ２＝Ｃ２ｌ－ｐ（１＋δ３ｌ－２ｐ）／（γ（１＋γ）（１＋α）），
ｉ３＝σ

２
Ｍ（Ｃ２ｌ－ｐ－１）／（γ（１＋γ）（１＋α）），

α δ４ｌ－３槡 ｐ／（（１－ δ２ｌ－槡 ｐ）α１－ δ４ｌ－３槡 ｐ），

α１＝ Ｃ２ｌ－ｐ／（１＋γ１）（１＋γ２槡 ），

ρ２１（１＋２δ４ｌ－３ｐ Ｃ槡 ｌ＋Ｃｌ）／（１－δ
２
４ｌ－３ｐ），

ρ２２１－（ δ４ｌ－３槡 ｐ－ Ｃ３－Ｃ槡 ４）
２，且ρ２１ρ

２
２＜１，

Ｃ３＝Ｃ２ｌ－ｐ（１－ δ２ｌ－槡 ｐ）
２／（１＋γ）２，

Ｃ４＝（Ｃ２ｌ－ｐ－１）（１＋δ２ｌ－ｐ）σ
２
Ｍ．

定理中各常数的选择．若Ω为酉矩阵，则取 δ４ｌ－３ｐ＜
δ２（Ｃｌ，σ

２
Ｍ）＝００１５６若 Ω为非酉矩阵，如均值为零方

差为１槡／ｄ的随机高斯矩阵，则 σＭ 的取值可以用 １＋

槡ｄ／ｍ来近似，如ｄ／ｍ＝１５，可以得到经验值σ
２
Ｍ５，此

时需要保证 Ｃ^Ｓ≤１１１８，这对于近似最优投影的质量十
分重要．若 Ｃｌ＝Ｃ^Ｓ＝１０５，则常数 δ４ｌ－３ｐ≤０００４９

［１５］．若
Ｃｌ＝Ｃ^Ｓ＝１１，则常数δ４ｌ－３ｐ≤００００３２

定理５　给定随机矩阵Ｍ∈ＲＲｍ×ｄ，对于任意ｚ∈ＲＲｄ，
常数 ＣＭ ＞０，εｌ＞０，如果 ｍ≥３２（（ｐ－ｌ）ｌｏｇ（９ｐ／（εｌ
（ｐ）））＋ｔ）／（ＣＭε

２
ｌ）成立，则 δｌ≤εｌ将以大于１－ｅ

－ｔ的

概率成立．
对于Ω处于通用位置时，通常要求ｌ＜ｄ，ｍ＜ｄ，ｐ＜

２ｄ｝．Ω越大，其行向量之间的线性相关性越强，此时稀
疏补ｌ可能大于ｄ．这也说明了 Ω内向量之间具有线性
相关性是有益的．
３２２　稀疏补ｌ选取方法

ｌ取值决定算法的投影步骤．在稀疏综合模型中，
过渡估计稀疏度对算法性能是有益的．类似地，在稀疏
补分析模型中，欠估计稀疏补 ｌ对算法性能是有益的．
根据文献１１命题３，为了从ｙ＝Ｍｘ和Ω珟Λｘ＝０中重构ｘ，
确定珟Λ的充分条件是 κΩ（珓ｌ）≤ｍ／２，其中 珟Λ是 Λ的子
集，珓ｌ：＝ 珟Λ ＜ｌ：＝ Λ；κΩ（珓ｌ）＝ｍａｘ珟Λ∈Ｌ珓ｌ

（ｄｉｍ（Ｗ珟Λ））为珓ｌ的

函数．珓ｌ的两种取法：一是 Ω处于通用位置时，κΩ（｛珓ｌ｝）
＝｝ｍａｘ（ｄ，０）｝，可选取珓ｌ＝ｍｉｎ（ｄ－ｍ／２，ｌ）．二是在图
像处理领域使用有限差分分析运算符 ΩＤＩＦ计算图像水
平和垂直方向的离散差分，即求变分范数最小化．此时

κΩ（珓ｌ）≥ ｄ－ｌ／２ － ｌ／槡 ２ －１，取 珓ｌ＝「ｍｉｎ

（（ ２ｄ－ｍ－１槡 ５－１／槡２）
２，ｌ）?．所以当分析运算符 Ω

处于通用位置时，算法使用真正的稀疏度补 ｌ；当分析
运算符为ΩＤＩＦ时，算法使用珓ｌ代替ｌ，且倾向于取较大的
值．在无噪声情况，可以用较小的珓ｌ代替 ｌ；有噪声时，ｌ
取值较大时去噪效果会更好些．

４　仿真实验
　　实验一，测试算法的完全重构概率．稀疏补运算符

１９２２
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Ω采用随机紧支框架，测量矩阵 Ｍ采用独立同分布构
成的随机矩阵．δ＝ｍ／ｄ表示亚取样率，ρ＝（ｄ－ｌ）／ｍ表
示稀疏补与测量矢量数目的比值，也是 Ｎｕｌｌ（ΩΛ）的维
数与测量数目的比值，ρ与 δ的关系曲线称为相位过渡
图．实验中ｍ和ｌ分别取２０组不同值，即对应 ρ和δ分
别取不同的值，针对每一种取值组合，重复实验４０次，
测试各算法完全重构信号的概率．实验结果见图１，曲
线下方表示对于ρ和 δ不同取值，算法以１００％的概率
完全重构信号的情形，上方表示不能完全重构信号的

情形．分析图中曲线可知，ＡＯＡＳＰ算法的信号完全重构
概率明显高于ＡＳＰ、ＡＨＴＰ、ＡＩＨＴ、ＧＡＰ和ＡＬ１五种算法
的完全重构概率．另外，曲线也说明了分析运算符 Ω的
冗余度越高，即Ω内向量的线性相关性越强，重构算法
的性能越好．

实验二，测试算法的完全重构概率．稀疏补运算符
Ω采用有限差分分析运算符ΩＤＩＦ，其它参数取值同实验
一．实验结果仍然用相位过渡图表示，见图２从图中可
以看出，ＡＯＡＳＰ的信号完全重构概率明显高于 ＡＳＰ、
ＡＨＴＰ、ＡＩＨＴ的信号完全重构概率．

实验三，测试了 ＡＯＡＳＰ算法在含噪声情形下重构
信号的性能．目标稀疏补信号ｘ由高斯随机向量与Ｎｕｌｌ
（ΩΛ）的列向量的乘积构成．这里Ｍ和 Ω分别采用独立
同分布的随机矩阵和随机紧支框架，矩阵元素均从独

立高斯分布中抽取．噪声选用均值为零、方差为１Ｅ６的
高斯噪声．选取 ｄ＝２００，ｐ＝２４０，ｍ＝１６０，ｌ＝１４４，为了
测试算法对不同噪声等级的重构性能，可以通过改变

输入噪声等级测试重构信号的信噪比，分别进行实验

４０次，计算出输出与输入的综合平峰值均信噪比．输出
峰值信噪比（ＰＳＮＲ）定义为２０ｌｏｇ１０（ｘ２／ｘ^－ｘ２），输

入峰值信噪比定义为２０ｌｏｇ１０（ｘ２／ｅ２）．实验结果是
ＡＯＡＳＰ、ＡＳＰ、ＡＨＴＰ、ＡＩＨＴ、ＧＡＰ和ＡＬ１算法的综合平均
输出峰值信噪比分别为 ２５７３ｄＢ、２４９３ｄＢ、２４３５ｄＢ、
２２６０ｄＢ、２６０５ｄＢ、２６３３ｄＢ；ＡＯＡＳＰ比 ＡＳＰ、ＡＨＴＰ、
ＡＩＨＴ算法的综合平均 ＰＳＮＲ分别提高了 ０８ｄＢ、
１３８ｄＢ、３１３ｄＢ，比 ＧＡＰ和 ＡＬ１算法的平均 ＰＳＮＲ低
０３２ｄＢ、０６ｄＢ，而算法的计算复杂度低于 ＧＡＰ和 ＡＬ１
的计算复杂度．用曲线表示于图３算法的综合重构性
能有了明显提高．

５　结论
　　通过对压缩感知信号优化问题中的稀疏补分析模
型理论的研究，针对直接采用稀疏综合模型下子空间

追踪过程非最速梯度下降和信号重构概率不高的缺

点，引入稀疏补投影思想，根据稀疏补分析模型下分析

字典的不同结构特点来设计近似目标优化函数，修正

了迭代追踪过程，优化了稀疏补取值方法，设计并实现

了基于稀疏补分析模型的近似最优分析子空间追踪算

法，进一步提高了算法的完全重构概率，提高了算法的

信号重构性能，通过仿真实验证实了算法是可行的．如
何选择不同类型的分析字典 Ω才能找到目标函数的近
似最优解等需进一步研究．
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